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DESARROLLO DEL ESTADO DEL ARTE DEL 
EQUILIBRIO PARA EL ROBOT UNICICLO 
DEVELOPMENT OF THE STATE OF THE BALANCE 
ART FOR THE UNICYCLE ROBOT 
Jorge L. Gaybor1, Hamilton L. Nuñez2 
Resumen  
Este documento analiza tres modelos de robot 
uniciclo, los cuales muestran la estructura, los 
modelos matemáticos aplicados y el tipo de 
controlador que actúa para lograr el equilibrio 
en ambas direcciones, una longitudinal y otra 
lateral, bajo perturbaciones inciertas y efectos 
no lineales inherentes que se basan en 
principios matemáticos de Lagrange para poder 
obtener el valor del error de cada uno de los 
modelos con el análisis de medida inercial en 
los ejes, donde se analizará cuál tiene el mejor 
desempeño. Además, del control del error por 
medio de los controles LQR y LQR+I. 
 
Palabras clave: uniciclo, controlador, 
equilibrio, Lagrange, inercial. 
Abstract 
This document details three existing unicycle 
robot models, which show the structure, the 
applied mathematical models and the type of 
controller that acts to achieve balance in both 
directions, longitudinal and lateral, under 
uncertain disturbances and inherent nonlinear 
effects that are based in mathematical principles 
such as Lagrange to be able to obtain the value 
of the error of each of the models with the 
analysis of inertial measurement in the axes, 
where it is analyzed it has the best performance. 
In addition, error control by means of the LQR 
LQR+I controls.  




Equilibrar un robot uniciclo en direcciones 
longitudinales y laterales bajo la presencia de 
perturbaciones inciertas y efectos no lineales es 
un tema desafiante para el control y el diseño 
mecánico. Este artículo presenta el análisis de 
modelación y control de tres tipos de robots 
uniciclos, que actúan sobre la dirección del 
ángulo de giro y balanceo. Los cuales son: 
Robot uniciclo con rueda lateral para equilibrio, 
Robot uniciclo compensado con fuerza 




El modelo dinámico no lineal se deriva del 
enfoque lagrangiano. El modelo linealizado se 
aproxima a la posición vertical y se identifica 
incorporar un regulador cuadrático lineal 
convencional LQR para dos modelos 
analizados y un modelo con acción integral 
LQR+I para equilibrar el robot en ambas 
direcciones; además de realizar un análisis 
comparativo entre los tres modelos, tomado de 
los resultados, presenta la simulación de 
resultados experimentales del control de 





2. Robot Uniciclo con Rueda 
Lateral para Equilibrio  
En la Figura 1 se puede observar que el robot 
tiene dos motores DC y una unidad sensor de 
análisis de medida inercial de los ejes (IMU). 
[1] El motor de reacción activa la rueda lateral 
verificando los ángulos de la dirección de 
cabeceo y balanceo del robot donde las 
perturbaciones pueden ser controladas. [2] El 
modelado dinámico se lleva a cabo bajo la 
condición del error de offset mínimo en el 
arranque inicial del robot. [3] Donde las 
ecuaciones de Lagrange se aplican a cada 
sistema para derivar modelos cinéticos, donde 
se tiene, [9]  
 
Figura 1. Estructura del robot de una sola rueda [27] 









) = 𝑄               (1) 
La Figura 2 muestra el ángulo de rotación 
respecto al eje Y, se establece en 0° mientras se 
controla el movimiento del robot.  
 
Figura. 2 Modelado Ángulo de inclinación y Ángulo de 
Balanceo [27] 
Donde: 
𝜓 = ángulo de inclinación del robot,  
𝜃 = ángulo de rotación de la rueda motriz, 
𝑀𝑏 = masa corporal del robot [kg] 
𝐿 = distancia entre el centro de masa corporal y 
centro de la rueda motriz [m] 
R = radio de la rueda motriz [m] 
𝐽𝑏= momento de inercia del cuerpo del robot 
con rueda de reacción [kg m2] 
𝑔 = gravedad [m/s2] 
𝑀𝑟= masa de la rueda motriz [kg] 
𝐽𝑟= momento de inercia de la rueda motriz 
𝑀𝑤= masa de la rueda motriz 
𝐽𝑤= momento de inercia de la rueda motriz [kg. 
m2] 
𝑀𝑝= masa de robot con exclusión de rueda de 
reacción [kg] 
𝐽𝑝= momento de inercia del robot incluyendo 
rueda de reacción [Kg.m2]. 
La ecuación cinética de dirección de inclinación 
se indica a continuación.  
𝑀𝑏𝐿𝑅 cos𝜓?̈? + (𝑀𝑏𝐿
2 + 𝐽𝑏)?̈? − 𝑀𝑏𝑔𝐿 sin𝜓 = − 𝜏𝜃       
(2) 
La Ecuación 2 está linealizada alrededor del 
punto y=0 y el modelo para el motor de 
accionamiento [3], se tiene: 
 
   𝑀𝑏𝐿𝑅?̈? + (𝑀𝑏𝐿
2 + 𝐽𝑏)?̈?−𝑀𝑏𝑔𝐿𝜓 = −̈ 𝜏𝜃     (3) 






𝜃            (4) 
Donde: 
𝜏𝜃 =par de accionamiento del motor. 
n= relación de reducción de engranajes.  
𝑅𝑎= resistencia de la armadura [Ω] 
𝐾𝑏= constante de FEM [V / RPM] 
𝐾𝑡= torque constante motor de accionamiento. 
De las Ecuaciones 3 y 4 se obtiene el vector de 
estado 𝑋 = [𝜃𝜓𝜃 𝜓 ]
𝑇
 define la velocidad 
angular como  𝜃, 𝜓   en cada rueda, obteniendo 
la ecuación de estado 𝑋 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 , donde   𝑋     
es la dirección de inclinación y 𝐴𝑥, 𝐵𝑢 son 
matrices de ponderación de tiempo continuo 
que complementan los valores que requiere 
compensar el ángulo de dirección de giro en 0°.                      
Además, se realiza la ecuación de modelado 
dinámico para la dirección de balanceo del 





𝑤 + 𝐽𝑝 + 𝐽𝑤 )?̈? + 𝐽𝑤𝜙 − (𝑀𝑏𝑙𝑏 +̈ (𝑀𝑤𝐿𝑤𝑔) × 𝑠𝑖𝑛 𝜙)
= 0                                                                                                                                    (5) 
     
                           
𝐽𝑤?̈? + 𝐽𝑤?̈? = 𝜏𝑟                            (6) 







 𝜂          (7) 
Donde: 
 𝜏𝑟 = momento accionamiento motor reacción. 
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ϕ = ángulo de balanceo del robot,  
η = ángulo de rotación rueda de reacción motor. 
Las Ecuaciones 5, 6 y 7 obtienen el vector de 
estado de la dirección de balanceo logrando 
𝑍 = [𝜂  𝜙 𝜙 ]
𝑇
que defina a  𝜙  como velocidad 
angular del rodillo, obteniendo la ecuación de 
estado 𝑍 = 𝐴𝑍 + 𝐵𝑢 , donde    𝑍   es la dirección 
de balanceo y 𝐴𝑍, 𝐵𝑢 son matrices de 
ponderación de tiempo continuo que toman los 
valores necesarios para estabilizar al robot. 
La Figura 3 es un diagrama de bloques del 
sistema de robot, desarrolla un estudio del 
anillo externo, y se divide aproximadamente en 
una fuente de alimentación, una unidad de 
control y una unidad de conducción [3]. 
 
 
Figura 3. Diagrama de bloques del robot [27] 
Para obtener el control de equilibrio óptimo [4], 
se asume que el sistema del robot de rueda 
lateral es un sistema invariante de tiempo lineal, 
utilizando un controlador de regulador 
cuadrático lineal (LQR), el cual es un sistema 
de tiempo continuo [4], 
                      𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢                                           (8) 
La función del momento de inercia motriz se 
analiza de [4],  




            (9) 
Donde, de acuerdo a las especificaciones de 
control deseadas, 𝑥𝑇 𝑒𝑠 la dirección de 
inclinación, 𝑢𝑇 reprenta la estabilidad del 
control y las matrices de ponderación de estado 
y control Q, R deben ser seleccionadas 
apropiadamente de acuerdo a las 
especificaciones de estabilidad correspondiente 
a ganancia óptima K del sistema de tiempo 
continuo [5]. 
Con el fin de confirmar el resultado del control 
de giro del robot se establece a un ángulo de 8˚, 
suponiendo como vector de estado inicial, pero 
para llegar a los resultados definitivos se realiza 
con un ángulo de giro 2,5˚. 
 
Figura 4. Diagrama de Bloques de Simulink de control de 
giro [27] 
El tiempo de estabilización es de 
aproximadamente 2s, como se puede ver en la 
Figura 5 donde muestra la respuesta para el 
ángulo de giro de la rueda motriz, el ángulo del 
valor objetivo de captura centro 0˚. Se puede 
observar que convergen parámetros simulados.
 
Figura 5. Ángulos de giro de simulación y experimento [27] 
 
Figura 6. Diagrama de bloques de Simulink de control de 
balanceo [27] 
 







Los resultados de la simulación experimental 
que compara la dirección de ángulo de giro 
(cabeceo), ver Figura 5 y la respuesta del 
ángulo respecto a la dirección de balanceo, ver 
Figura 7 la cual indica que el robot se estabiliza 
superando las condiciones de estabilidad inicial 
planteadas.     
 
3. Robot Uniciclo Compensado con 
Fuerza Centrífuga 
En la Figura 8, el robot uniciclo de volante 
vertical [6-8] y el método de control de la 
dirección, se basa en el efecto de precisión del 
robot uniciclo de doble giroscopios [9-12], el 
mismo que controla la dirección del ángulo de 
balanceo y la velocidad del ángulo de rodadura, 
más apropiado según el análisis dinámico. 
 
Figura 8. Estructura 3D Robot Uniciclo [28]. 
 
Figura 9. Análisis de la estructura del Diseño General de 
Robot uniciclo [28] 
Donde, 
𝑀1,2 = masa de giroscopios izquierda y derecha. 
𝐿𝑝1, L𝑝2 = distancia centro gravedad del cuadro. 
𝜑 = ángulo de desvío del robot 
𝛿 = ángulo de rodadura del robot. 
𝛽 = ángulo de inclinación del cuerpo 
𝜔 = ángulo giratorio de la rueda inferior 
𝛼1, 𝛼2 = ángulo de precesión de izquierda y 
derecha. 
Considerando un sistema de péndulo invertido 
sobre ruedas. Ver Ecuación 1. La ecuación de 
estado para el giro es la siguiente [9]: 
 











]                           (10) 
 
Donde, 
m33, m34, m43, m44=masas de izquierda-derecha. 
n3, n4= relación de reducción de engranajes. 
τw= Par de la rueda inferior 
Las ecuaciones dinámicas simplificadas sobre 
el ángulo de inclinación son las siguientes. Ver 
Ecuaciones 11 y 12 [10]:  
                                                                                           .                                                                                             
ℓ10𝜃 + 𝑐𝜃 ℓ2 ?̈? − (𝑀𝑏𝑔𝐿𝑏 +  2𝑀𝑃1𝑔𝐿 + 2𝑀1𝑔𝐿)̈ 𝑠𝜃 = 0(11) 
cθℓ2 ϴ̈  ℓ1  ω̈ − ϴ 
2
 sθℓ2  =  τw            (12) 
 
Donde, 
𝐿𝑏 = distancia del centro de gravedad del 
bastidor al centro de la rueda. 
ℓ1, ℓ2, ℓ10 = distancia del centro de gravedad del 
giroscopio desde el centro de gravedad. 
 𝑐𝜃 = constante de ángulo de inclinación 
 sθ = constante de ángulo de cabeceo. 
De las Ecuaciones 11 y 12 se obtiene las 
ecuaciones dinámicas [10]: 
ϴ̈ =
𝛽 cos 𝜃 𝜏𝜔  + 𝛽
2 cos 𝜃 sin 𝜃 𝜃2 − 𝐶𝐷 sin 𝜃




𝐴 𝜏𝜔  + AB sin 𝜃 𝜃
2 − 𝐵𝐶 cos 𝜃 sin 𝜃
𝛽2 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝐴𝐷
 
Donde los coeficientes son: 
A= ℓ10 
B=ℓ2 
C= 𝑀𝑏𝑔𝐿𝑏 + 2𝑀𝑃1𝑔𝐿 + 2𝑀1𝑔𝐿 
D= ℓ1   
Las ecuaciones dinámicas para el rodillo se 
derivan de la Ecuación 3. Las ecuaciones 
dinámicas simplificadas [10] Ecuaciones 13 y 
14: 
(2ϱ2)δ + 2β
α1α2l1z − (MwgRw + MbgLb +−𝑀bgRw + 2Mp1gL
+ 2Mp1gRw   
 
) sδ = 0
̈
   
                                                                                (13)         
(𝑙1𝑥 + 𝑙1𝑧)𝛼 −
1
2
𝑠 2(4𝑠𝛼𝑎𝑙1𝑧) 2𝛿 𝛽𝛼𝑙1𝑧 
 =  𝜏𝑐
̈
      (14) 
                    
 




𝐼1𝑥, I1𝑦, 𝐼1𝑧, 𝐼2𝑥, 𝐼2𝑦, 𝐼2𝑧 = momentos de inercia 
del centro de gravedad de los giroscopios sobre 
los ejes, para izquierda y derecha. 
𝑅𝑊 = radio de la rueda. 
𝛽1, 𝛽2 = ángulo de giro de giroscopios para 
izquierda y derecha. 
De las Ecuaciones 13 y 14 es la fuerza 
centrípeta para el círculo de ángulo de desvío, 
para cuando el robot uniciclo tiene una 
velocidad de ángulo de desvío y de precisión 
estable, el par de precisión es estable a cero. La 
ecuación dinámica para Y deriva de la Ecuación 
3. La ecuación estado para orientación es: 
               𝑚11 ?̈? − 𝑛1 = 0.                              (15) 
De la Ecuación 15 es el estado de ecuación para 
el derrape, se deriva a partir de la ecuación de 
Lagrange, ecuación 1, donde 𝑞3 = 𝜑 y 𝑄3 = 0. 
Sobre la base del análisis dinámico, el ángulo 
de inclinación del robot uniciclo se equilibra 
mediante la torsión de la parte inferior del 
volante en el que se balancea el sistema de 
pesos. [13-15].  
La entrada de la rueda inferior es la siguiente: 
𝜏𝑤 = 𝑘𝑝𝛳𝑒𝛳 + 𝑘𝐷𝛳𝑒 𝛳 + 𝑘𝑝𝜔 𝑒𝜔 + 𝑘𝐼𝜔 ?̌?𝜔                
(16) 
De la Ecuación 16 es la diferencia entre el 
ángulo de giro en tiempo real 𝜃 y el ángulo 
establecido  Se da como: 
                           𝑒𝛳 = 𝛳 − 𝛳𝑟                                (17) 
 
Figura 10. Diagrama del control de equilibrio estático. [28] 
 
El par de la rueda inferior 𝜏𝜔 incluye el 
controlador PD del ángulo de paso 𝜃 y el 
controlador PI de la velocidad angular de la 
rueda. La entrada de velocidad angular de 
precesión es la siguiente: 
              ?̇? = 𝑘𝑃𝛿𝑒𝛿 + 𝑘𝐷𝛿 ?̇?𝛿 + 𝑘𝑃𝛼𝑒𝛼                    (18) 
 
De la Ecuación 18, 𝑃𝛿, 𝑘𝐷𝛿, 𝑘𝑃𝛼 son 
ganancias del controlador, 𝑒𝛿 es la diferencia 
entre el ángulo de balanceo en tiempo real, 𝛿 y 
el ángulo establecido 𝛿𝑟 se obtiene la 
Ecuación 19. 
                                 𝑒𝛿=𝛿−𝛿                                          (19) 
Esto significa que el par de giro del sistema de 
precisión del giro es más pequeño a medida que 
aumenta el ángulo de precesión. El ángulo de 
giro del robot uniciclo está relacionado con las 
velocidades angulares del rodillo y la rueda 
inferior. La entrada de la velocidad angular de 
precesión sigue: 
       α = 𝑘𝑃𝛿𝑒𝛿 + 𝑘𝐷𝛿 𝛿 + 𝑘𝑃𝛼𝑒𝛼                                (20) 
Las diferencias son ̇ 𝛿𝑟 y 𝛿𝑟. Se da como: 
                           𝛿𝑟 =𝑘𝐷𝑒                                 (21) 
De la Ecuación 21 𝑒𝜑 es la diferencia entre la 
velocidad angular de balanceo en tiempo real 𝜑 
y la velocidad angular de derrape ajustada. Se 
da como: 
                                 𝑒𝜑= φ  - φ r                           (22) 
 
En el proceso de control de la dirección, la 
rueda inferior obtiene una velocidad angular y 
la velocidad angular configurada es un valor 
constante. Bloque de control Figura 11. 
 
Figura 11. Diagrama de control de dirección. [28] 
 
En esta sección se verifica en la Figura 10 dos 
experimentos. En primer lugar, el equilibrio 
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estático y en segundo lugar, el método de 
control de la dirección del robot. 
Tabla 1. Parámetros de control estático. 
Parámetro 𝜔𝑏 
𝑘𝑝𝜃 𝑘𝐷𝜃 𝑘𝑝𝜔  𝑘𝐼𝜔  𝑘𝑝𝛿 𝑘𝐷𝛿 𝑘𝑝𝛼 






Figura 12. (a) ángulo de balanceo. (b) ángulo de inclinación 
simulación. [28] 
 
La Figura 12 muestra la simulación del 
equilibrio estático, las gráficas del ángulo de 
balanceo y cabeceo en la simulación de 
equilibrio estático. En 5s, el ángulo de balanceo 
y de inclinación varía según la interferencia 
lateral de fuerza. En un tiempo de simulación 
de 5s, hay una fuerza de interferencia lateral de 
10 N (la duración es de 0.01s), la Tabla 1 
muestra el valor de los parámetros de control de 
la estrategia de control estático en la 
simulación. 
La simulación de control de dirección basado 
en el equilibrio estático, control de la dirección 
agrega una velocidad angular de la rueda 
inferior 𝜔 𝑟 . La Tabla 2 muestra el valor de los 
parámetros de control. La Figura 13 muestra la 
velocidad angular de giro del filtro. 
 
Cuando la velocidad angular se estabilizó en un 
valor constante, la velocidad angular de 
balanceo se vuelve estable nuevamente. [16] 
Tabla 2. Parámetros valor de la estrategia de control de 
dirección en simulación. 
Parámetro 𝜑 𝑟 
𝑘𝑝𝜃 𝑘𝐷𝜃 𝑘𝑝𝜔  𝑘𝐼𝜔  𝑘𝑝𝛿 𝑘𝐷𝛿 𝑘𝑝𝛼 𝑘𝐷𝜑 
Valor 50˚/s  12 0,3 0,03 0,02 15 1,2 1,5 1,1 
 
Figura 13. a) La velocidad angular, b) el ángulo de giro en la 
simulación del control del ángulo de giro. [28] 
 
 
Figura 14. a) El ángulo de inclinación y b) la velocidad 
angular de inclinación en la simulación. [28] 
 
Figura 15. La velocidad angular de la rueda inferior en la 
simulación de control de ángulo de giro. [28] 
 
Los resultados de la simulación que se muestran 
en las Figuras 14 y 15, demostraron que la 
estrategia de control es efectiva para el 
controlar la dirección, en comparación con el 






4. Robot Uniciclo con Volantes 
Dobles 
La Figura 16 muestra el movimiento angular de 
una rueda giratoria, o volante, que está unida al 
robot para mantener el momento angular. [18-
21] El volante se acelera o desacelera para 
generar el par de equilibrio en el ángulo de 
balanceo, por lo que el robot uniciclo puede 
estar cayendo en dirección lateral y 
longitudinal. Cuando se cambia el momento 
angular girando el eje del volante, se produce el 
par de rodadura del robot.  
 
Figura 16. Modelo del Robot Uniciclo.[29] 
 
El modelo dinámico se deriva utilizando Euler-
Lagrange. Ver Ecuación 1. Siendo L la 
diferencia entre la energía cinética total y la 
energía potencial, así: 
               M(q)q̈ + C(q, q ) + G(q) + D = F              (23) 
Donde, 
M = matriz de inercia.  
C = matriz de Coriolis.  
G = matriz de la gravedad.  
D = matriz de la perturbación. 
F = matriz de fuerza de entrada.  
El método de expansión de la serie de Taylor se 
aplica para linealizar el modelo de robot y se 
reorganiza a la forma del espacio de estado 
como se muestra en la Ecuación 8. Se 
selecciona el regulador cuadrático lineal (LQR) 
convencional y el regulador cuadrático lineal 
con acción integral (LQR+I) para equilibrar el 
robot y sus rendimientos [23]. 
 La función de LQR se expresa en la ecuación 
9.  
                       u = -Kx                                       (24)   
De la expresión 24 las matrices Q y R que se 
visualizan en la ecuación 9, son el estado y 
control, de ponderación siguen la señal de 
control u. 
 
Figura 17. Diagrama de bloques del sistema controlado [29]  
 
La matriz de ganancia óptima K se determina 
resolviendo la ecuación algebraica de Riccati 
[24], así: 
P + PA + Q − PBR−1BTP = 0                                       (24)                                        
  K =  R−1BTP                                                            (25) 
De las Ecuaciones 24 y 25, Q y R son las 
matrices de ponderación que dependen del 
estado significativo, la matriz Q es la 
combinación de muchos estados del robot 
uniciclo, los estados de balanceo e inclinación 
del robot uniciclo son establecer la prioridad 
más alta. Por sustitución de la matriz de estado 
(A) y la matriz de entrada (B), se puede obtener 
la matriz P. 
 










𝑒ᵩ[𝑛] − 𝑒ᵩ[𝑛 − 1]
𝑒ᵦ[𝑛] − 𝑒ᵦ[𝑛 − 1]
𝑒ɵ[𝑛] − 𝑒ɵ[𝑛 − 1]
𝑒ᵧ[𝑛] − 𝑒ᵧ[𝑛 − 1]
(𝑒ᵩ[𝑛] − 2𝑒ᵩ[𝑛 − 1] + 𝑒ᵩ[𝑛 − 2])/△ 𝑡
(𝑒ᵦ[𝑛] − 2𝑒ᵦ[𝑛 − 1] + 𝑒ᵦ[𝑛 − 2])/△ 𝑡
(𝑒ө[𝑛] − 2𝑒ө[𝑛 − 1] + 𝑒ө[𝑛 − 2])/△ 𝑡









              (26)        
 
Donde, 
𝑢[𝑛] = [Ω 𝝉𝞫 𝑉𝛾] 
𝛥𝑡 es el tiempo muestreo 
eφ, eβ, eθ, eγ son las variables de estado de 
error del robot. 
τϕ = salida de par del volante.   
IcFW = momento de inercia del volante.  
ωs = velocidad de giro del volante.  
Ω = Velocidad de precesión angular. 
LQR+I mejora el rendimiento de LQR al 
introducir la acción integral que mejora el error 
de estado offset estable, posiblemente causado 
por un modelado dinámico incompleto, fricción 
y errores paramétricos. [25] Para implementar 
el LQR+I, las variables de estado integrales se 
aumentan y la ecuación de estado original se 



















] 𝑢 = ?̃? ?̃?𝑢                                                            
(27) 
 
La señal de control se expresa como: 
u= -Kx=-[K Kᵢ] [
𝑋ₑ
𝑍ₑ
] =     −𝐾(𝑥 − 𝑥ᵣ) −
                                      𝐾ᵢ𝐶 ∫(𝑥 − 𝑥ᵣ)𝑑𝑡                                                  (28) 
Donde: 
Xe = error de la dirección de inclinación. 
Ze =  ∫ 𝑒𝑑𝑡, estado de error de la dirección de 
balanceo. 
𝑥𝑟 = entrada de referencia. 
De la Ecuación 28 las ganancias óptimas K y Ki 
se pueden obtener por el mismo procedimiento 
de LQR. 
El diagrama de bloques del sistema controlado 
por LQR+I se muestra en la Figura 17 y su 
algoritmo de control discreto se puede 
implementar utilizando la Ecuación 27. 
En esta sección, se simulan y comparan los 
resultados de equilibrio y seguimiento del robot 
uniciclo entre los controladores convencionales 
LQR y LQR+I. 
Para la simulación de balanceo, el estado del 
robot se inicializa a un estado inestable de 0,872 
rad (5°) en los ángulos de balanceo, inclinación, 
giro y rueda.  
El rendimiento de seguimiento del controlador 
LQR en la Figura 18 muestra que el robot puede 
rastrear el comando al que se hace referencia a 
lo largo del eje x mientras se equilibra. [26] 
 
Figura 18. Resultados de simulación del balanceo y control de 
seguimiento del robot uniciclo utilizando LQR + I. [29] 
 
Para eliminar el error de estado estable y 
mejorar el rendimiento, se simula y evalúa el 
controlador LQR+I. Los resultados de la 
simulación del controlador LQR+I muestran 
que los errores de estado estable de los ángulos 
de balanceo, rodadura, giro y rueda se eliminan 
en las simulaciones de balanceo y seguimiento. 




Figura 19. Resultados experimentales de los ángulos de 





5. Análisis Comparativo  
Se puede demarcar los errores sistemáticos y 
dinámicos que se producen en cada 
modelamiento para encontrar el error 
porcentual de estabilización, por medio de 
aplicar las ecuaciones 29 y 30. 
                        Ep =
𝐸𝑎
𝑅𝑒
× 100%                    (29) 
 
                    Ee = 100% − Ep                       (30)  
            
                    Ee. e. = (∑ 𝐸𝑒)/𝑛
𝑛
1                              (31)      
Donde: 
Ep= error porcentual. 
Re= resultado exacto. 
Ra= resultado aproximado.  
Ee= error de estabilidad. 
Ee.e.= error total de estado estacionario. 
En la Tabla 3, se puede apreciar los errores de 
los tres modelos de robot uniciclo. Para un total 







Tabla 3. Errores Cuantificados durante el tiempo de 
estabilización de cada Robot Modelado [30] 
 
ROBOT A B C 
Controlador LQR LQR LQR+I 
Ángulo Giro Balanceo Giro Balanceo Giro Balanceo 
Iteración 1 
SP = 1° -1,5 -0,3 3 0,3 2,9 2,2 
Tiempo Ra1 (s) 2,5 2,5 1 1,6 0,25 0,4 
Ep (%) 50 50 80 68 95 92 
Ee (%) 50 50 20 32 5 8 
Iteración 2 
SP= 2° -1,2 0 3,2 0,3 2 2,9 
Tiempo Ra2 (s) 3 3 1,5 2,2 0,3 0,5 
Ep (%) 40 40 70 56 94 90 
Ee (%) 60 60 30 44 6 10 
Iteración 3 
SP= 3° -1 0,2 3 0,25 2,3 2,3 
Tiempo Ra3 (s) 3,5 3,5 2,5 2,5 0,3 0,7 
Ep (%) 30 30 50 50 94 86 
Ee (%) 70 70 50 50 6 14 
Ee.e. (%) 60 60 33,3 42 5 10,7 
A = Uniciclo con rueda lateral para equilibrio.    
B = Uniciclo compensado con fuerza centrífuga. 
C = Uniciclo con volantes dobles. 
SP= Set Point. 
 
 
Figura 20. Análisis de errores cuantificados 
De la Tabla 3, se mide el tiempo de 
estabilización de cada robot tanto en balanceo 
como en giro, de ahí, el error promedio de 
estado estacionario para A es del 60%, B es del 
42% y C es del 10,7%, de esta manera se puede 
deducir que el modelo con menos error 
porcentual de estabilidad es el modelo C. 
El modelo C es el más estable para superficies 
diferentes, debido a que utiliza un controlador 
LQR+I, donde el factor integral hace posible 
minimizar los errores de inestabilidad, con esto 
se consigue un mejor manejo del equilibrio en 
2s porque reduce el sobre impulso del robot. En 
el caso del modelo B se centra en los pesos 
verticales. Ver Figura 10, por medio del 
controlador LQR, este modelo es menos estable 
que el C, debido a que el tiempo de 
estabilización se demora 6 veces más por su 
estructura y sus características el centro de 
masa hace que sea inestable el ángulo de giro, 
lo cual genera que el balanceo se demore más 
para poder equilibrarse. El modelo A se demora 
15 veces más que el modelo C, este tiene la 
característica de una rueda de reacción con 
pesos distribuidos en la forma del volante. Ver 
Figura 16, al introducir la acción integral que 
mejora el error de estado estacionario que es 
causado por el modelado dinámico incompleto, 
la fricción y los errores paramétricos, esto 
quiere decir que si el ángulo de giro y del 
balanceo no están al mismo tiempo controlados, 
el robot uniciclo cae antes que tome los 5s para 
poder estabilizarse. 
Tomando en consideración los modelos de 
robot uniciclo analizados se comprueba que la 
construcción e implementación del modelo A 
es más realizable, debido a que resulta sencillo 
conseguir a bajo costo los materiales y 
elaboración de su estructura, siendo accesible la 
programación, en comparación con los modelos 
B y C, donde las unidades controladoras y el 
lenguaje de programación son más sofisticados 
lo que hace que sean más elaborados en tiempo 
y costos. 
6. Futuras investigaciones con el 
robot uniciclo 
Para futuras investigaciones es necesario tomar 
en cuenta que el tercer modelo se lo puede 
implementar con otro tipo de controladores más 
robustos como lo son las redes neuronales, 
lógica difusa de inteligencia artificial podría 
hacer que se mejore el tiempo de 
establecimiento y el robot no solo siga una 
A B C
Giro 60% 33,33% 5,80%












línea, sino también pueda ser utilizado para 
aplicaciones de rescate en caso de estar en 
superficies que sean inclinadas y no pueda 
ingresar un ser humano a explorar en esos 
lugares. 
7. Conclusiones 
El funcionamiento del robot uniciclo consiste 
en poder realizar un análisis dinámico de cada 
estructura, utilizando el principio matemático 
de Lagrange para los tres modelos con los 
controladores LQR y LQR+I. 
Entre las tres estructuras se puede determinar 
que el modelo A es de menor costo para 
implementarlo, debido a que posee una rueda de 
reacción que busca linealizar al robot con el 
centro de gravedad a 0º en menor tiempo, a 
diferencia de los otros dos modelos que tienen 
dos pesos verticales de compensación de la 
fuerza centrífuga o dos platos horizontales que 
disminuyen la incertidumbre del sobre impulso 
del tiempo de establecimiento de equilibrio del 
robot. 
En el modelo A  el factor del error es del 60%  
mientras que los modelos B y C, su error es 
42% y 10,5% respectivamente , donde A es el 
que más incertidumbre tiene, B es el intermedio 
y C es el de menor error . 
Los controladores de los tres modelos del robot 
uniciclo utilizan tiempos de establecimiento de 
0,01s a 5s, para equilibrarlos considerando 
parámetros preestablecidos de análisis de la 
dirección del ángulo de giro y balanceo con los 
controladores LQR y LQR+I donde el 
controlador LQR+I es más estable debido a que 
posee su factor integrante que hace disminuir el 
error en el tercer modelo.       
Para futuras investigaciones hay que tener en 
cuenta los controladores con inteligencia 
artificial como lógica difusa y redes neuronales 
para que de esta manera se pueda utilizar el 
robot uniciclo en otras aplicaciones como lo es 
de robot explorador en lugares donde el ser 
humano no pueda ingresar. 
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